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l. Introduction 

Le but de cet article est l'étude de certaines structures géométriques rencontrées dans la théorie 
des fibrés exceptionnels sur les espaces projectifs (cf. 0, [|J). Le point de départ est la donnée 
d'un C-espace vectoriel W de dimension finie n + 1, n > 3, muni d'une forme bilinéaire non 
dégénérée. Dans l'étude des fibrés exceptionnels sur P n , on considère W = K(P n ) (g) C (K(P n ) 
désignant Vanneau de Grothendieck des classes de faisceaux cohérents sur P n ), muni de la forme 
bilinéaire définie par 



X([E],[F}) = ^dim(Exf(£,F)) 



pour tous faisceaux cohérents E, F sur P n 
ralisations ont été effectuées dans [§], |T7]. 
dans 
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X sur K( 



. L'étude de cette forme bilinéaire et des géné- 
Le cas de P 3 est traité avec beaucoup de détails 
. Les articles précédents étaient plutôt consacrés aux propriétés arithmétiques de 
On s'intéresse ici uniquement à des formes bilinéaires complexes. 



Soit : W — > W* un isomorphisme non antisymétrique. On en déduit la forme bilinéaire 
non dégénérée définie par 

(u, V ) = U.(j){v). 

On note Q((fi) C P(W) la quadrique des points isotropes. Si X est un sous-ensemble de 
P(W), on note X 1 - (resp. -^X) le sous-espace linéaire de P(W) constitué des points y tels que 
(x,y) = (resp. (y, x) = 0) pour tout x dans X. Soit T(0) = o g GL(W), appelé ici la 
translation associée à (dans ||, T(0) _1 est appelé l' opérateur fondamental associé à la forme 
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bilinéaire précédente). On rappelle au chapitre 2 quelques résultats classiques, et notamment 
celui-ci : la GL(W)-orbite de est entièrement déterminée par celle de T(0) (cf. ||, et les 
ouvrages JET] cités dans cet article). On donne au §2.2.2 la liste des orbites des T(0) et 
celle des correspondants dans le cas où n — 3. 

Soit V un C-espace vectoriel de dimension n. On suppose que W est un sous-espace vectoriel 
de H°(¥(V), 0(2)). On appelle congruence quadratique un morphisme rationnel 

a : P(V) — ► P(W) 

tel que a*((D(i)) = 0(2), que a* : VT* — ► P°(P(V), 0(2)) induise un isomorphisme 
a* : H 7 * ~ W et que pour tout point P de P(V) où a est défini on ait P G cr(P) (cx(P) étant 
vu comme une quadrique de F(V)). Soit = (a*) -1 . On munit alors de la forme bilinéaire 
non dégénérée induite par 0. L'étude des congruences quadratiques dans le cas général est faite 
dans le chapitre 3. Dans le chapitre 4 on s'intéresse au cas n = 3 (on parle alors de congruences 
quadratiques planes). 

Le cas le plus intéressant est celui où P(W / ) est l'espace des quadriques de F(V) contenant 
une quadrique fixe C(cr) d'un hyperplan H (a) de P(V^). On dit dans ce cas que a est une 
congruence quadratique normale, et on montre qu'on a alors rg{C) = rg(Q((p)) — 2, que a 
induit un isomorphisme birationnel F(V) — a(F{V)) et que cr(P(V)) = Q{4>)- On note 

T(o-) = a' 1 o T(0) o a, 

qui est un automorphisme birationnel de P(^), qu'on appelle la translation associée à a . 

La restriction de a à H(a) est constante. C'est une quadrique dégénérée dont l'une des com- 
posantes est H (a). On note L(a) l'autre composante. On montre que T(a) est linéaire si et 
seulement si on a L(a) = H (a). 

On donne au § 3.5 une construction géométrique des congruences quadratiques normales. On 
part d'un espace vectoriel abstrait W de dimension n + 1 et d'un isomorphisme non anti- 
symétrique : W ~ W* tel que Q(0) soit non dégénérée. Soient O un point lisse de Q(0), To 
l'hyperplan tangent à Q(0) en O et 

vr : F(W)\{0} — P„_! 

la projection de centre O. Soit 

C = 7r(T o nQ(0)) 

qui est une quadrique de l'hyperplan vr(T ) de P„_i. Soit W le sous-espace vectoriel de 
P°(P„_i, 0(2)) constitué des équations de quadriques contenant C. On définit alors un iso- 
morphisme P(W / ) ~ P(Wo) en associant à P l'image par 7r de Q((p) fl P L . Si Q est un point 
général de P n -i, on note r](Q) l'unique point de Q(0) fl n~ l {Q). Alors 

a: P n _! — P(W / ) 

g ^ 7r(g(0)n^(g)) 

est une congruence quadratique. On montre (théorème |3.5.5| ) que toute congruence quadratique 
normale peut s'obtenir de cette façon (modulo l'action de PGL{n)). 

Dans le chapitre 4 on suppose que n = 3. Dans ce cas C est constitué de deux points distincts 
de P2, ou c'est un point double d'une droite de P2. Soient Gc le sous-groupe de GL(3) cons- 
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titué des isomorphismes laissant C invariant et Cong(C) l'ensemble des congruences quadra- 
tiques a : P2 — ► P(W), où W est l'espace des équations de coniques de P2 contenant C. Alors 
l'application 

Cong(C) — ► Isom(W, W*) 
.— » (a*)- 1 



est compatible avec un morphisme de groupes Gc — > GL(W). On montre (théorème 4.4. 1[ ) 
que l'application quotient 

Gc/Gc — > Isom(W, W*)/GL{W) 

a des fibres finies. On donne au chapitre 6 la liste des Gc-orbites de Cong(C) correspondant 
aux G f L(W / )-orbites des T(0) correspondantes. 



Dans le chapitre 5 on montre (théorème |5.3.1| ) que pour toute congruence quadratique normale 
a : P(V) = P„-i — ► P(iy) telle que l'image de a contienne au moins une quadrique de rang 
maximal de P(VT) il existe un morphisme rationnel R : P(V) — ► PGL(V) et une quadrique 
Cq de P(V) tels que pour un point général P de P(V) on ait <r(P) = -R _1 (C ). Cela découle 
du fait qu'il existe des sections rationnelles de la restriction à P(W / ) de la quadrique universelle 
Q C F(S 2 V*) x P(V) (prop. |5.2.5|) . Dans le cas où n = 3, on montre que si L{a) = H (a), on 
peut définir R par des formes de degré < 2. 



2. Isomorphismes, quadriques et translations associées 
2.1. Définitions 

Soit W un C-espace vectoriel de dimension finie n + 1 > 4. Soit 

T: lsom(W,W*) — ► GL(W) 

(f) I > O (f) 

Dans Q on appelle T(<f) la translation associée à (f). Dans f| on appelle T(0) _1 V opérateur 
canonique. Le groupe GL(W) agit sur lui-même à droite par conjugaison et sur Isom(W, W*) 
par : 

<P-g = t g°<P°9 

pour g e GL(W), 4> G Isom(W, W*), et T est un GL(W)- morphisme. 
Si G Isom(W, W*), on note 

05 = ^(0 + V), (f>A=\{<f> -'<!>) 

qu'on appelle respectivement la partie symétrique et la partie antisymétrique de <fi. On utilise 
les mêmes notations pour les éléments de Isom(W / *, W). 

On notera souvent de la même façon un point de P n et un point de W au dessus du précédent, 
ce qui donne par exemple un sens à la définition suivante : si <fi est non antisymétrique, on note 
Q{4>) la quadrique de P n = P(14 7 ) d'équation x.(f>(x) = 0. 
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On note X 1 - (resp. L X) le sous-espace linéaire de P n constitué des points y tels que x<p(y) = 
(resp. y<p(x) = 0) pour tout point x de X. 



2.1.1. Lemme : Soit P un point lisse de Q{4>)- Alors les trois propriétés suivantes sont 
équivalentes : 

1. On a <j){P) = *0(P) dans F(W*). 

2. On a P L = ± P. 

3. On a T(0)(P) = P dans F(W). 

4. L'espace tangent de Q(<p) en P est P- 1 . 

Immédiat 



2.2. Étude de l'action de GL(W) 

La GL(W)-orbite d'un élément <fi de Isom(W / , W*) est entièrement déterminée par la GL(W)- 
orbite de T(0) : 



2.2.1. Proposition : Pour tout <fi G Isom(W / , W*), on a 

T -1 (T(0)) C GL{W).(j). 

(Proposition 3.1.1 de H). 



2.2.2. Le cas où àim(W) = 4 



On donne ci-dessous la liste des orbites des T(0) et la forme des 
où dim(W / ) = 4. 



correspondants dans le cas 



Cas 1.1 : 



/ A \ 



T( 



V 



0^00 
fi 
i 



/ 



avec X 2 ^l, fi^l, Xfi^l, X^fi, XY ^ 0. On a rg(Q(cj))) 
Cas 1.2 : 



T(0) 



/ A \ 

{ 

A 

V° ÏJ 



fox 





\ 


XX 














Y 


\ 


fiY 


/ 


rg(Q(<j>)) ~- 


= 4. 




fox 





T \ 


XX 


xz 





z 





Y 


y AT 


fiXY 


/ 
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avec A 2 ^ 1, XY - ZT ^ 0. On a rg(Q((f))) = 4. 
Cas 1.3 : 

T((f>) — Iw, = matrice symétrique, 

On a rg{Q(4>))=4. 
Cas 1.4 : 

T(0) = — Jw, — matrice antisymétrique, 



Cas 1.5 : 



T(0) = 



/ 1 \ 

10 

A 

V° ï) 



= 



/ a X \ 

X (3 

o o o y 

o o Ay o 



avec A ^ 1, (a(3 - X 2 )Y ^ 0. On a r g (Q (</>)) = 4 si A ^ -1 et sinon r g (Q (</>)) 
Cas 2.1 : 



T(0) 

avec q^O. On a r g (Q ((/>)) = 3 



/ 


-1 


1 








\ 







-1 


1 















-1 


1 




V 











-1 


) 



= 



/ 


a 

3 







—a 



a \ 

a 



a 
' 2 



< ' 2 a 2 $ 2 / 



Ê 



Cas 2.2 : 

/-Il \ 
0-100 
0-11 

\ o o o -î y 

avec Aa(3 - (u + vf ^ 0. On a r g (Q (</>)) = 2 



T(0) = 



= 






2a 





-2a 


a 


—u — V 





u + V 





— u — V 


u 


-2(3 



2(3 



Cas 2.3 : 



T(0) 



/ A 1 \ 

A 
\ 1 



V° ï) 

avec A 2 ^ 1, a ^ 0. On a rg(Q(<j>)) = 4. 
Cas 2.4 : 

/ 1 1 \ 

np/ I \ 10 

T ^= 11 

\ o o o i y 

avec a^0. On a rg(Q(<f>)) = 4. 



/ -A 2 a \ 

a (3 

Aa 

^ -X 3 a -A 2 a + A/3 J 



( a \ 

e —a (3 — a 

-a 

y a (3 7 y 
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Cas 2.5 : 



T(0) 



avec «7 ^ 0. On a rg(Q((f))) 
Cas 2.6 : 



/ 1 








o\ 





1 


1 











1 


1 


V° 











4. 



T(0) 



/ A 







A 









-1 








1 



avec A 2 ^ 1, a(3 ^ 0. On a r g (Q (</))) 
Cas 2.7 : 



/ -1 



T(0) 



V 



o 
o 





1 
















1 



avec a[3 ^ 0. On a rg(Q((f>)) 
Cas 2.8 : 



T(0) 



1. 



/ 1 





\ 


1 







0-1 


1 




^00 


-1 


/ 


rg{Q(<t>)) = 


3. 





/ a 









7 






-7 

7 



7 




/ o 

Xa 




/ o 

a 




-a: 


















-p 

-f / 



—a 



-7 









7 

2 



/ 


a 


c 





\ 




c 


d 



















a 


V 








—a 


2 / 



Les cas 1.x sont ceux où T(<p) est diagonalisable les cas 2.x sont ceux où elle ne l'est pas. Dans 
le cas général les résultats de || permettent de déterminer toutes les GL(W / )-orbites des (f) et 
T(0) correspondants. 
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3. CONGRUENCES QUADRATIQUES (CAS GENERAL) 

3.1. Définition 

Soient n > 3 un entier, V un C-espace vectoriel de dimension n, et P n _i = P(V). Soit Wq un 
sous-espace vectoriel de dimension n+1 de P°(P n _i, 0(2)). On appelle congruence quadratique 
un morphisme rationnel 

G : P„_! — > P(W ) = Pn 

tel que : 

1. a*(0(l)) = 0(2) . 

2. cr* : Wq — > iï"°(P„_i, 0(2)) induit un isomorphisme Wq ~ W aussi noté a*. 

3. Pour tout point P de P 2 où a est défini, on a P G er(P), cr(P) étant vu comme une 
quadrique de P n _i- 



Si de plus a induit un isomorphisme birationnel P n _i — cr(P„_i), et si (fis est de rang au moins 
n on dit que a est régulière. Si n = 3 on dit que a est une congruence quadratique plane. 

Soit (fi G Isom(W, W*). On dit que a est une réalisation géométrique de par des quadriques 
de Wq s'il existe un isomorphisme rj : W ^ Wo tel que soit la composée 

On identifie dans ce cas W et W , ex* et 

3.1.1. Lemme : 1 - Le morphisme o est à valeurs dans Q((fi), et pour tous points P,Q de 
P„_i où a est défini, on a Q G a(P) si et seulement si (fi(a(P)).a(Q) = . 

2 - L'image de o est dense dans Q{(fi), et (fis est de rang au moins 3. 

Démonstration. La démonstration de 1- est la même que celle de [Q, lemme 2.5. Puisque 
l'image de Q((fi) n'est pas contenue dans un hyperplan, 2- en découle immédiatement. □ 



3.2. Congruences quadratiques normales 

Le cas le plus intéressant est celui où Wq est l'espace des formes quadratiques s'annulant sur 
une sous- variété fermée C de P n _i de codimension 2 en chacun de ses points. Dans ce cas C 
est nécessairement une quadrique d'un hyperplan de P n _i, en vertu de la 



3.2.1. Proposition : Soit C une sous-variété fermée de P n -i de codimension 2 en chacun 
de ses points. Alors les 2 assertions suivantes sont équivalentes : 

1. i7 existe un hyperplan H de P n _i tel que C soit une quadrique de H. 

2. L'idéal de C contient n + 1 formes quadratiques linéairement indépendantes. 
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Démonstration. Je pense que ce résultat est classique. J'en donne cependant une esquisse de 
démonstration. Il est immédiat que 1- entraine 2-. Prouvons la réciproque. Supposons que 2- 
soit vraie. 

Soit W = H°(Xz(2)), qui est de dimension >n + l. Supposons que P(V4 / ) contienne une 
quadrique Q de rang r > 5. Alors C est une hyper surface de Q. D'après le théorème de Klein 
(cf. [jnj, Ex. II. 6. 5), C est l'intersection complète de Q et d'une hypersurface S de P n _i. 
L'idéal de C est donc engendré par des équations q et de Q, S respectivement. Il en découle 
d'après 2- que doit être de degré 1, ce qui démontre 1-. 

On peut donc supposer que toutes les formes quadratiques de W sont de rang < 4. Soit r leur 
rang maximal. On voit aisément que les quadriques associées ont un P n _ r en commun, et on 
se ramène ainsi au cas où r = n et n = 3 ou 4. Traitons par exemple le cas le plus difficile : 
n — 4. On prend une quadrique lisse Q ~ Pi x P x de P(W). Alors C est une section d'un fibré 
0(a, b) dans Q, avec a + b < 4 (car C est contenue dans l'intersection de deux quadriques). On 
montre ensuite que le seul cas possible est (a, b) = (1,1), en remarquant que dans les autres cas 
l'idéal de C ne contient pas 5 formes quadratiques linéairement indépendantes. Ceci démontre 
1-. □ 



Les congruences quadratiques P„_i — > P(W) sont dites normales. Ce sont les seuls types de 
congruences quadratiques que l'on étudiera ici. Il en existe d'autres (cf. f|). 

Soient C une quadrique d'un hyperplan H de P n _i, W l'espace vectoriel de dimension n + 1 
des quadriques de P n _i contenant C. Soient a : P n _i — ► P(W) une congruence quadratique, 
: W ~ W* l'isomorphisme associé, et r le rang de Q{4>). On notera H (a) = H et C(er) = C. 

On pose m = rg(C(a)). On peut supposer que P„_i est muni des coordonnées Xi, . . . ,x n , 
que H (a) est défini par l'équation x n = 0, et C(o~) est défini dans H (a) par l'équation 

x\ + ■ • • + x 2 m = 0. On munit W de la base (xix n , . . . , x 2 n , x\ H h x^). On considère la 

matrice (n + 1) x (n + 1) 



1 















1 




































. 1 


. 


. . 







. 


. 


. . 





-\ 

\ 0-| 0/ 



dont les seuls termes non nuls de la diagonale sont les m premiers termes, égaux à 1. Alors on 
voit aisément qu'il existe une matrice (n + 1) x (n + 1) antisymétrique M telle que la matrice 
de _1 relativement à la base précédente de W soit, à un scalaire multiplicatif près de la 
forme M + J m . Le rang de (fi^ 1 est alors m + 2, ainsi donc que celui de 4>s- On en déduit 
immédiatement la 



GÉOMÉTRIE ORTHOGONALE NON SYMÉTRIQUE 



I) 



3.2.2. Proposition : Le rang de C(a) est r — 2, (</> x )s ne dépend que de W et a induit un 
isomorphisme birationnel P n _i — o~(P n _i). 



On déduit aussi de ce qui précède le 



3.2.3. Lemme : La restriction de a à H(a) est constante, et a(H(a)) est une quadrique 
dégénérée, dont une des composantes est H [a). 

On notera L(a) l'autre composante de a(H(cr)). C'est un hyperplan de P n _i. Avec les notations 
précédentes, si M = (dy), l'équation de L(a) est 

n 1 

Un+l^Xj — -X n = 0. 



3.3. Caractérisation des congruences quadratiques 

3.3.1. Proposition : Soient Wq un sous-espace vectoriel de dimension n + 1 de 

if°(P„_i, 0(2)) et o : P n _i — » P(W / o) un morphisme rationnel dont l'image n'est pas contenue 
dans un hyperplan, et tel que pour tout P G P n -i général on ait P G o~(P). Si P G P n _i, on 
note F a (P) l'adhérence du lieu des points Q tels que a soit défini en Q et P G o~{Q). Alors a 
est une congruence quadratique si et seulement si pour tout point général P de P n _i, F a (P) est 
un point de de F(Wo). 

Démonstration. Posons L = a*(0(l)), et soit a* : Wq — > H°(L) l'application linéaire as- 
sociée à a. Soient x G V au dessus de P, et <fi x G Wq défini par 4> x (q) = q(x). Alors cr*(0 x ) 
s'annule exactement sur F a (P). Il en découle d'après la condition 2 de |0| que si a est une 
congruence quadratique, alors F a (P) est une quadrique élément de P(W / )- 

Réciproquement, supposons que pour un point général P de P n _i, F a (P) soit une quadrique 
appartenant à P(W / o). H faut prouver que les propriétés 1- et 2- de [D] sont vérifiées. En 
choisissant n + 1 points Xi, . . . , x n+ \ de V tels que (<j> Xi ) s °it une Dase de Wq on se ramène au 
cas où relativement à une base convenable de Wq, a est de la forme 

a = (0?, . . . , 4> p n+1 ) 

p étant un entier positif et <pi, . . . , 4> n+ i G W . 

Montrons que p = 1 . Le morphisme 

P(V) — > ¥(W *) 
Cx i — ► C(p x 

a pour image une quadrique. Il en découle qu'il existe une quadrique Q de P n telle que pour 
tout (Ai, . . . , A n+ i) G Q il existe un G W tel que 

\ l( f 1 + ... + \ n+1< f n+l = <f. 
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Puisque l'image de a n'est pas contenue dans un hyperplan, <p\ , . . . , (p^+i son t linéairement 
indépendants dans S 2p V*. La quadrique Q contient des droites. Cela signifie qu'il existe des 
éléments linéairements indépendants ifii, ip2 de Wq tels que toute combinaison linéaire de ipï 
et ip2 soit de la forme ijj p , avec if) dans Wq. Ceci est impossible si p > 1, comme on peut le 
voir par exemple en se restreignant à des droites de P n _i. Il est maintenant immédiat que les 
conditions 1- et 2- de 13.11 sont vérifiées. □ 



3.3.2. Proposition : Avec les notations de la proposition \3. 3. 1\ , le morphisme rationnel 



> n _i — nw) 

P i— F a (P) 



est une congruence quadratique. 



Démonstration. Notons r le morphisme précédent. Il suffit de vérifier que les conditions de la 
proposition |3.3.1| sont vérifiées par r. Il est immédiat que pour un point général P de P n _i on 
a F T (P) = cr(P), donc F T (P) est bien une quadrique. D'autre part, si x G V est au dessus de 
P on a vu que a*(<p x ) est une équation de F a (P). Comme a* est un isomorphisme de Wq sur 
Wq et que les (p x engendrent Wq, on voit que l'image de r ne peut pas être contenue dans un 
hyperplan de P(W / )- □ 



3.3.3. La congruence quadratique de la proposition [3.3.2| est appelée la transposée de a et est 



notée l a. Notons que l'isomorphisme Wq 
associé à a. On a t ( t a) = a. 



Wq associé à a est le transposé de celui qui est 



3.4. Translation associée 

Soit er une congruence quadratique induisant un isomorphisme birationnel P n -i — cr(P n _i). 
Soit cj)=(a*y l . On note 

T(o-) = a' 1 o T(</>) o a, 
qu'on appelle la translation associée à a. 



3.4.1. Lemme : Soit P est un point de P n _i où o est définie. Alors a est aussi définie en 
T(a)(P) et T(tr)(P) G a(P). 

Démonstration. Immédiat. □ 
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3.4.2. Proposition : Soient a une congruence quadratique régulière ou normale, 
(fi : Wo — Wq l'isomorphisme associé. Alors V est aussi régulière, et on a 

T(V) = T(o-)- 1 . 

Démonstration. Le cas où a est normale découle du § 3.5. Supposons donc a régulière. Soit 
(fi = (cr*) -1 : Wq ~ Wq. Si P est un point de P n _i où a est définie, on note W(P) le sous-espace 
vectoriel de W constitué de u tels que (fi(u)a(P) = 0. Puisque (fis est de rang au moins n 
et l'image de a dense dans Q(<f>) (d'après le lemme |3.1.1| ), pour un P générique W(P) est un 
hyperplan de W et (fis est non dégénérée sur W(P). Il faut montrer que V est injective sur un 
ouvert de P n _i. Supposons que ce ne soit pas le cas. Alors il existe deux points distincts Q , 
Qi de P n _i où cr est définie, tels que pour i — 0, 1 W(Qî) soit un hyperplan de Wo, que (fis soit 
non dégénérée sur W(Qi) et V(Qo) = t &(Qi)- Cela entraine que les quadriques de la forme 
cr(Q) qui passent par Q sont les mêmes que celles qui passent par Q\. D'après le lemme |3.1.1| , 
ceci équivaut à Q(<f>) H W{Qq) = Q(<f>) H W(Qi). Puisque (fis est non dégénérée sur W(Qo) et 
W(Qi), on en déduit que W(Qo) = W(Qi). Puisque (fis est non dégénérée, ceci entraine que 



Qo — Qx- Donc *cr est injective sur un ouvert de P„_i- Le reste de la proposition |3.4.2| est 



évident. □ 



3.5. Construction géométrique des congruences quadratiques normales 

Soient n un entier tel que n > 3, W un C-espace vectoriel de dimension n + 1, (fi : W — ► W* 
un isomorphisme. On suppose que la quadrique Q(<p) est non dégénérée. Soit r > 3 son rang. 
Si X C P(W / ), rappelons qu'on note X 1 - (resp. ± X) le sous-espace linéaire de P(W) constitué 
des points Cy tels que x<p(y) = (resp. y<t>(x) = 0) pour tout point x de W au dessus d'un 
point de X. 

Soient O un point lisse de Q(4>) et 

7T = vro : F(W)\{0} — P n _x 

la projection de centre O. Plus concrètement, on peut considérer que P n -i est un hyperplan de 
P(W) ne contenant pas O et pour tout point P de P(W) différent de O, ir(0) est l'intersection 
de P n _i et de la droite OP. 



3.5.1. Lemme : SoitTo l 'hyperplan tangent à Q ((fi) enO. L'image paru de Q((fi)r\To est 
une quadrique C de V hyperplan vr(T ) de P n _i- Le rang de C est égal à r — 2. 

Démonstration. On peut choisir des coordonnées indépendantes Xo, ■ ■ ■ ,x n dans P(W) de telle 

sorte que l'équation de Q((fi) soit Xq + h x^_ x = 0, et que O soit le point (1, i, 0, . . . ,0). 

L'équation de T Q est alors x + ix\ = 0. On peut aussi supposer que P n _i est l'hyperplan 
d'équation x = 0, muni des coordonnées x\, . . . ,x n . Dans ce cas, vr(T ) est l'hyperplan de 
P„_i d'équation X\ = 0, et C la quadrique d'équation x\ + • — h x 2 r _ x = 0, qui est bien de rang 
r-2. ' □ 
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On note Wq l'espace vectoriel de dimension n + 1 des quadriques de P n _i contenant C. Il 
est immédiat que si H est un hyperplan de P(W), ir(Q(<f>) H H) est une quadrique de P n -i 
contenant C, qu'on notera S (H). On a des isomorphismes 

r: ¥(W) — > P(Wo) 
P i— > 5(P ± ) 



et 



F(W) — ► P(W Q ) 
P i — ► 5( X P) 



Notations : On notera pour simplifier de la même façon un point P d'un espace projectif, et 
un point de l'espace vectoriel correspondant au dessus de P. Si u est un élément d'un espace 
vectoriel et / un élément de son dual, on notera u.f ou f.u le scalaire image de u par /. 

Si Q est un point de P n _i\C, on note rj(Q) le point commun à la droite OQ et à Q(<f>) autre 
que O. On a 

v(Q) = (Q4(Q))0-(Q4(0) + 04(Q))Q 

= (Q4 S {Q))0-(Q4 S (0) + 04 S {Q))Q. 

Si P G P(W), on a donc Q G r(P) si et seulement si P.tpiviQ)) — 0, et Q G r'(P) si et seulement 
si PV0/(Q)) = 0. 

On considère les morphismes rationnels 

a: P n _x — > P(Wo) 

et 

a': P„_! — > P(Wb) 

Q ^ 5(77(Q)^) 

Si P, Q sont des points généraux de P n _i on a donc P G cr(Q) (resp. P G cr'(Q)) si et seulement 
si r ] (P)4(r ] (Q)) = (resp. r)(Q)4(r)(P)) = 0). 



3.5.2. Proposition : Les morphismes a et a' sont des congruences quadratiques. On a 



o' = t a et l'isomorphisme W ~ Wq associé à a est 



Démonstration. Pour tout point P de P n _i, on note $p la forme linéaire q i — ► ç(P)- On 
commence par évaluer <t*($p), pour tout point P de P n _i\C. Soit Q G P n -i- Alors on a 

a*($ P )(g) = r){P)4{r){Q)). 

Donc t(t)(P)) = cr*($ P ). On a d'autre part, pour tout u> G W, V($ P )(w) = w4(v{P))- H 
en découle, les $p engendrant WJ, que a* est à valeurs dans W et que 'r o (a*) -1 o t = (p. La 



proposition 3.5.2 s'en déduit immédiatement. □ 
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On a donc H{a) = tt(T ) et C{a) = C. 



3.5.3. Proposition : On a L{a) = ^(O- 1 ). 

Démonstration. Si P est un point général de H (a), on a 1](P) = O, donc 7^(0^) C o~(P). Si 
To 7^ O 1 - on a donc L(u) = ixi^O^). Le cas T = O 1 - s'en déduit par continuité. □ 

La translation T(<r) s'interprète de la façon suivante : si P G P n -i, on a 

T(a)(P) = 7r(T(0)(77(P))). 

On en déduit la 



3.5.4. Proposition : Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

1. On a T = ± . 

2. On a L(cr) = H{a). 

3. La translation T(o~) est linéaire. 

Démonstration. L'équivalence des deux premières propriétés précédentes découle du lemme 
P-5.3| . Supposons que 1- soit vérifiée. Soit K un hyperplan de P n -i- Alors les points r)(Q), 
Q e K sont dans K' fl Q((f)), où K' = 7r _1 (ii") est un hyperplan de P(H^) passant par O. On 
a T{a){K) = 7r(T(0) n Q {(/))), et T(0)(AT' n Q{<j>)) est contenu dans T(<f>)(K'), qui est un 
hyperplan de P(W). Son image par 7r est contenue dans un hyperplan de P n _i car puisque 
T = ± , on a d'après le lemme [2Xïj T(0)(O) = O, d'où O G T{<p)(K'). Il en découle que 
T(cr) est linéaire. Réciproquement, si T(cr) est linéaire, le raisonnement précédent montre que 
pour tout hyperplan K' de P(W) passant par O général, T(<f)(K') passe aussi par O, d'ôu il 
découle que T(0)(O) = O dans P(W) et T = ± d'après le lemme gXT[ □ 



3.5.5. Théorème : Toute congruence quadratique normale peut s'obtenir par la méthode 
précédente. 



Démonstration. On emploie des notations légèrement différentes de celles de |3.2j . On munit 
P n de coordonnées indépendantes Xi, . . . ,x n+ \. On suppose que P n _i C P n est l'hyperplan 
d'équation x n+ \ = 0, muni des coordonnées xi, . . . ,x n , que Q{4>) est la quadrique d'équation 

X n-m+l + ' ' ' + x n+l = 0' 

et que O = (0, . . . ,i, 1). Alors T Q est l'hyperplan d'équation ix n + x n+ \ = 0. L'hyperplan 
7r(To) de P n _i est défini par l'équation x n = et C est la quadrique de 7r(To) d'équation 

•^n— m+l + ' ' ' + x n— 1 — 0- 

L'isomorphisme a une matrice du type 





L 



m+l 



+ A, 
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où I m+ i est la matrice identité (m + 1) x (m + 1) et A = (etij) une matrice antisymétrique. Si 
P = (xi, . . . , Xn) G P n , on calcule aisément qu on a, en posant s(-P) = ^n-m+i 

H h £ n _!, 



/ -2ia;ia; n \ 



Z,%X n —\X n 

is(P) — ix 2 n 
\ s(P)+x 2 n ) 

On va montrer que toute congruence quadratique o : P n _i — > F{Wq) peut s'obtenir 
par la construction géométrique décrite précédemment en utilisant un convenable (c'est- 
à-dire une matrice antisymétrique A convenable). On munit W de la base 



Soit 



(pi, . . . , Pn+l) ( x l%n, ■ ■ ■ -, X n —\X ni X n , X n _ m _ Sr i + • • • + X n _±). 

2 ' 



N = 



2 



Alors a est définie par une matrice (m + 1) x (m + 1) B = (bij) de la forme 



B 



-47 m _! 
N 



c'est-à-dire que si P et Q sont des points de P n _i, on a P G <r(Q) si et seulement si 

b jkPk (P) Pj (Q) = 0. 

l<fe,j<n+l 

En utilisant le fait que P G cr(Q) si et seulement si r](Q) .(j)(r](P)) = 0, on voit qu'on doit avoir 

bij = —4akj si 1 < k, j < n — 1, 

b kn = -2a kn - 2ia ktn+1 si 1 < k < n - 1, 

6fc,n+i = 2aA;„ - 2ia fci „+i si 1 < k < n - 1, 

bn,n-{-l 2îO; nir j-)-i . 

Il est donc clair qu'on peut bien choisir une matrice antisymétrique A adéquate. □ 



3.6. Equivalence de congruences quadratiques 

Soit a : P n _i = F(V) — >■ P n = P(W / o) une congruence quadratique. Donc Wq est un sous- 
espace vectoriel de dimension n + 1 de if°(P„_i, 0(2)). On note Gw le sous-groupe de GL(V) 
constitué des éléments qui laissent Wq invariant. On note Cong(lVo) l'ensemble des congruences 
quadratiques à valeurs dans P(W / )- On a une action de Gw sur Cong(W / ) définie par : 

(a.a)(P) = a-\a(a(P))) 

pour P G P n _i et a G G Wo . 
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Le morphisme 



: Cong(^ ) — Isom(Wo,W *) 



a i — > [a 



est compatible avec le morphisme de groupes évident Gyy — ► GL(W ). 

Si Wo est l'espace des équations de quadriques contenant une quadrique C d'un hyperplan de 
P„_i (autrement dit si on s'intéresse à des congruences quadratiques normales), Gw est le 
groupe des éléments de GL(V) laissant C invariante. On notera alors 

G c = G Wo , Cong(C) = Cong(W ), ®c = ®w - 



On montre au § [4.4| que si n — 3, les fibres du morphisme quotient 

Cong(C)/G c — > Isom(Wo,W *)/GL(Wo) 

sont finies. J'ignore si c'est le cas si n > 3. Il est vraisemblable que non car si n > 3, et 
(f) G Isom(W / o, Wo)j on a en général dim(G^) < dxm(Q(<p)) (cf. [§], 3.5.2), G<$, désignant le 
stabilisateur de 4> dans GL(Wq), c'est-à-dire le groupe des isométries de la forme bilinéaire 
induite par <p. 



4. Congruences quadratiques planes 
On reprend les notations de |3|. 

4.1. Classification des congruences quadratiques 

4.1.1. Proposition : Soit o : P2 — ► P(W / ) une congruence quadratique. Alors on est dans 
l'un des trois cas suivants : 

1) P(W) est l'espace des coniques passant par deux points fixes distincts de P2- 

2) ¥{W) est l'espace des coniques passant par un point fixe de P2 et tangentes à une droite fixe 
de P2 en ce point. 

3) F(W) est l'espace des coniques invariantes par une involution non triviale de P2. 
Dans les cas 1 et 2, a induit un isomorphisme birationnel F 2 — Q{4>)- 

(cf. 1, prop. 2.6). 

Dans le cas 1 (resp. 2,3) on dit que a est une congruence quadratique de type 1 (resp. 2,3). 
Dans les cas 1 et 2 on est en présence de congruences quadratiques normales (cf. |3T2| ). Il est 
facile de trouver des exemples du cas 3, qui montrent qu'il existe des congruences quadratiques 
non normales. 

Dans ce qui suit on s'intéresse exclusivement aux cas 1 et 2. 
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Soit 

7T : S 2 W — ► H {F 2 ,O{4)) 

la restriction du morphisme canonique S 2 (H°(F2, 0(2))) — > i/ (P 2 , 0(A)). Dans les 3 cas 
de la proposition précédente, ker(0) est de dimension 1. Un générateur ip de ker(0) est une 
équation de l'image de Q(<j>) par l'isomorphisme P(W) — P(W*) déduit de (fi (c'est la quadrique 
de P(H / *) d'équation x.(f>~ 1 (x) = 0). On a aussi 



On en déduit le résultat suivant, qui découle aussi du théorème 3.5.5 



4.1.2. Proposition: Soit (fi G Isom(TV, W*). Alors 

1 - cf) admet une réalisation géométrique par des coniques de type 1 si et seulement si Q(<fi) est 
de rang 4- 

2 - (fi admet une réalisation géométrique par des coniques de type 2 si et seulement si Q((fi) est 
de rang 3. 

Démonstration. Soit a : P 2 — ► P(W) un congruence quadratique de type 1 ou 2. On peut 
donc trouver des coordonnées indépendantes X, Y, Z dans V de telle sorte qu'on ait la base 
suivante (e , ei, e 2 , e 3 ) dans W : 

Cas 1 : eo = XY, e\ = YZ, e 2 = XZ, e^ = Z 2 , ker(7r) =<eoez — eie 2 >. 
Cas 2 : e = XZ, e x = Y 2 , e 2 = YZ, e 3 = Z 2 , ker(7r) =<e\ - eie 3 >. 

On en déduit immédiatement que si (fi admet une réalisation géométrique par des coniques de 
type 2, alors Q(<fi) est de rang 3 et si (fi admet une réalisation géométrique par des coniques de 
type 1, alors Q((fi) est de rang 4. 

Réciproquement, on munit V de la base duale de (X, Y, Z). On considère les matrices 

/ \ 
-1 
2 
\ -1 / 

Soit (fi G Isom(W / , W*). Si rg(Q((fi)) = 4, relativement à une base convenable de V, la matrice 
de _1 s'exprime sous la forme de la somme de Ai et d'une matrice antisymétrique : 

a b c + 1 \ 

d-1 e 

d-1 / 

-e -/ ) 

On définit alors a par 

a(<x, y, z>) = <(—ayz — bxz + (1 — c)z 2 )XY + (axy — (d + l)xz — ez 2 )Y Z 
+ (bxy +{d- l)yz - fz 2 )XZ + ((c + l)xy + eyz + fxz)Z 2 > . 

et on obtient ainsi une réalisation géométrique de (fi par des coniques de type 1. L'autre cas est 
analogue, en utilisant la matrice A 2 . □ 



A 1 



/ 1 \ 

0-10 
0-100 

y 1 o o y 



A, 



( 

—a 
-b 
\ -c+ 1 



GÉOMÉTRIE ORTHOGONALE NON SYMÉTRIQUE 



17 



;-l 



4.2. Translation associée 

Supposons que r g (Q (</))) = 4, et que la matrice de 4>~ l relativement à XY, YZ, XZ, Z 2 soit 

/ a b c+ 1 \ 

-a d — 1 e 

-6 -tZ-1 / 

\-c + i -e -/ o y 

Soit 9 = af + cd — be. On a alors 

T(ct)(:e,2/,2) = (L^L^L^L^L^L^), 

avec 

L x = (6> + c + c/+ l)x + 2e;z, L 2 = -2bx + (0 - c- d + l)z, 
L 3 = (9-c + d-l)y-2fz, L 4 = 2ay + (0 - d + c - l)z. 

Supposons que rg(Q((f>)) = 3, et que la matrice de _1 relativement à XZ, Y 2 , YZ, Z 2 soit 

/ a b c \ 
—a (f e-1 
-6 -d 2 / 

V -c -e-i -/ o y 

Soient 9 = af + cd — be, A = det(0 _1 ). On a alors 

T{a){x,y,z) = (V u L X L 2 , L 2 ), 

avec 

L x = (9 + b)y + 2cz, L 2 = -2ay + (9- b)z, 
V x = Axz - 2{9d - 2ae + 2a + bd)y 2 - A(9e -af + cd + b)yz - 2(9 f - 2ec - bf + 2c)z 2 . 
On en déduit après quelques calculs le cas particulier suivant de la proposition |3.5.4| : 



4.2.1. Lemme : La translation T(cr) est linéaire si et seulement si on est dans un des deux 
cas suivants : 

1. On a rg(Q(4>)) = 4, a = b = et 

T(x, y, z) = ((d + l)((c + l)(d + l)x + 2ez), (d - l)((c +l)(d- l)y - 2fx), (c - l)(d 2 - l)z). 

2. On a rg(Q((f))) = 3, a = d = et 

2ec 2c 
T(x,y,z) = (ex-4(e 2 -l)y-2(f(e + l) + —)z,(e-l)y-jz,(e + l)z). 
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4.3. Lieu des coniques dégénérées 

Soit a : F(V) — ► P(W) une congruence quadratique de type 1 ou 2. L'espace de coniques 
W contient des coniques dégénérées. On munit W de la base décrite dans la proposition 
4.1.2] . Pour le type 1, une conique d'équation uXY + vYZ + wXZ + tZ 2 = est dégénérée 
si et seulement si on a u{vw — ut) = 0. Dans ce cas le lieu des coniques dégénérées est donc 
la réunion d'un plan et d'une quadrique de P(W / ). Pour le type 2, une conique d'équation 
uXZ + vY 2 + wYZ + tZ 2 = est dégénérée si et seulement si on a uv = 0. Dans ce cas le 
lieu des coniques dégénérées est la réunion de deux plans de P(W / ). 

On note D(a) le lieu des points P de P(V) tels que <r(P) soit dégénérée. 

Supposons que a soit de type 1. Alors en général D{a) est la réunion de 6 droites de P(V). 
On choisit des coordonnées indépendantes x,y,z sur P(V) de telle sorte que Pç, = (1,0,0), 
P\ = (0, 1, 0). Supposons que pour ces coordonnées a soit définie par la matrice 



/ 

—a 
-b 
1-c 



a 


-d-1 
—e 



b 

d-1 


-/ 



c+1 \ 

e 

/ 

/ 



Alors en général D(o) est constitué de L(a) et des 5 droites définies par l'équation 



(— ay — bx + (1 — c)z)(ay 2 + (c — d)yz + fz 2 )(bx 2 + (c + d)xz + ez 2 ) 



0. 



Supposons que a soit de type 2. Alors en général D(a) est la réunion de 4 droites de P(V). 
On choisit des coordonnées indépendantes x,y,z sur P(V) de telle sorte que P — (1>0,0) et 
que £ soit la droite d'équation z = 0. Supposons que pour ces coordonnées a soit définie par 
la matrice 





—a 
-b 



a 




-d 



b c \ 

d e — 1 

2 / 

-/ / 



y — c -e - 1 

Alors en général D(a) est constitué de L(a) et des 3 droites définies par l'équation 



(ax — dy — (e + l)z)(ay 2 + byz + cz 2 



0. 



Il existe néanmoins des cas où toutes les coniques de l'image de a sont dégénérées. 



4.4. Équivalence de congruences quadratiques planes 

Soit C une quadrique d'un hyperplan £ de P(V) = P2, c'est-à-dire que C est constituée de deux 
points distincts, ou est donné par un seul point double Pq de t. Soit Wq l'espace des équations 
de coniques de P2 contenant C. 
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4.4.1. Théorème 



sont finies. 



Les fibres du morphisme quotient déduit de &c 
Cong(C)/Gc — > kom(W 0> W*)/GL(W ) 



Démonstration. Pour j = 3,4 soit Ij(Wo) la sous- variété localement fermée de 
Isom(Wo, Wq ) constituée des tels que Q(0) soit de rang j. Ces sous-variétés sont GL(Wq)- 
invariantes. On utilise les descriptions de I^Wq)) /GL(Wo) et I^{Wq))/GL{Wq) découlant du 
théorème |2.2.1| , dans les deux cas possibles pour G . Par exemple dans le premier cas, on 
considère des matrices 

/ a b c + 1 \ 

—a d — 1 e 

-b -d-l / 
\ -c+ 1 -e -/ 

(cf. la démonstration de la proposition |4.1.2j ). Tout élément de I^Wq) est dans l'orbite d'une 
telle matrice, relativement à la base indiquée dans la démonstration de la proposition |4.1.2| . Le 

a u 

13 v 
7 



M 



groupe Gc est constitué des matrices g 

( 



gM 





-dt-ô 
-ei 




7 



avec o/?7 7^ 0. Alors on a 



ci + ô \ 

ei 

/1 






-a! 

-61 
\ -ci + 6 

avec 5 = afij. On peut supposer que 5 = 1 pour que gM soit du même type que M, c'est-à- 
dire qu'on considère l'action du sous-groupe G constitué des g tels que a(3^ = 1. On a 

b\ = P^b, ci = c — tyyav — Pjbu, d\ = —fi'ybu + tyyav + d, 



Cli 



c\ = c — a^jav 

,2n„ 1 ni ,2 



ei = —a[3cu — a(3du + a A (3e + (3bu' L , fi = a(3 2 f + aav 2 — a(3cv + a(3dv. 
On est alors amené à considérer quatre ensembles Go-invariants de matrices M : 
Mi = {M; a^0,b^0}, M 2 = {M; a = 0, b ^ 0}, 

M 3 = {M; a ^ 0,6 = 0}, M A = {M; a = 0, b = 0}. 

Supposons que M appartienne au premier ensemble. En faisant agir Gq on se ramené au cas 
où a = b = 1, e = / = 0. On obtient donc 

/ 1 1 c+1 \ 



M 



V 



-1 
-1 

-c + 1 





-d-l 





d-l 












On montre alors (en utilisant éventuellement un programme de calcul formel de type Maple) 
que sauf si c = d = 0, T(0) est diagonalisable, et si c = d = 0, on est dans le cas 2.5 de 2.2.2. 
Dans tous les cas on peut mettre c et c? de manière unique sous la forme 

1 - A . n-1 



1 + A : 



d 
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(cela découle du fait que cet d sont différents de 1 et — f car M est non singulière). On montre 
alors que A, — , /i et — sont des valeurs propres de T(<f>). Ceci montre que l'application quotient 

A jJL 

M.i/Gq — > I±(Wq{Pq, Pi)) / GL(W (P , Pi)) a des fibres finies. Les autres cas se traitent de la 
même manière. □ 
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5. CONGRUENCES QUADRATIQUES OBTENUES PAR TRANSLATION D'UNE QUADRIQUE 

5.1. Exemples 
5.1.1. Exemple 1 

Cet exemple apparaît dans l'étude des fibres exceptionnels sur P x x P x (cf. JUifl , [T^|). Au 
point P de coordonnées x, y, z de P2 on associe la conique cr(x,y, z) d'équation 

(zX - (x - z)Z)(zY - (y - z)Z) - z 2 Z 2 = 0. 

On obtient alors une congruence quadratique de type 1. Si on se limite au plan réel f 2 C P2, 
on associe au point P = (x, y) la translation de vecteur (x — 1, y — 1) de l'hyperbole d'équation 
XY = 1 (voir la figure 1 ci-dessous). 




Figure 1 
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5.1.2. Exemple 2 

Cet exemple apparaît dans l'étude des fibres exceptionnels sur P 3 (cf. [|J). Au point P de 
coordonnées x, y, z de P2 on associe la conique a(x, y, z) d'équation 

-z 2 XZ + {z 2 + Ç)F 2 + (-£ - 2yz - -^)YZ + (xz + y 2 + \yz)Z 2 = 0. 

La congruence quadratique de type 2 ainsi obtenue devient plus explicite si on fait le changement 
de coordonnées (non linéaire) suivant : 

6 : (X, Y, Z) — ► (YZ 2 + -X 3 , XZ 2 , Z 3 ). 

6 

Alors _1 (cr(6 l (x, y, z))) est la cubique d'équation 

-z 3 YZ 2 --izX - (x + 2z)Z) 3 + -z 2 Z 2 (zX - (x + 2z)Z) + yz 2 Z 3 = 0. 
6 3 

Si on se limite au plan réel R 2 C P2, on associe au point P = (x,y) la translation de vecteur 
(x + 2, y) de la cubique d'équation Y = — |X 3 — |X (voir la figure 2 ci-dessous). 









(x+2,y) (x+4,yl 



Figure 2 

Dans ce système de coordonnées, T(er) est la translation de vecteur (4, 0) : dans la figure 
précédente, (x + 4, y) = T(a)(x, y). 
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5.1.3. Exemple 3 

Soient a, b des nombres complexes non nuls tels que a + b ^ 1. Au point P de coordonnées x, 
y, z de P 2 on associe la conique a(x, y, z) d'équation 

z 2 XY - axzYZ - byzXZ + (a + b - l)xyZ 2 = 0. 

Si x, y et z sont non nuls, c'est l'image inverse de la conique d'équation 

(X -aZ)(Y -bZ)-(l-a)(l-b)Z 2 = 

(qui ne dépend pas de (x,y,z)) par l'automorphisme de P 2 

(X, Y, Z) i — ► (yzX, xzY, xyZ). 

Si on se limite au plan réel M 2 C F 2 et si a et b sont réels, on associe à (x, y) (x et y étant non 
nuls) l'image de l'hyperbole d'équation (X — a) (Y — b) = (1 — a)(l — b) par l'automorphisme 
de R 2 

X Y 

—>(-,-). 

x y 



5.2. Sections de la quadrique universelle 

Soient V un C-espace vectoriel de dimension n > 3. Soit Q C F(S 2 V*) x P(V) la quadrique 
universelle. Il est bien connu qu'il n'existe pas de section rationnelle F(S 2 V*) — > Q. Si 
W C S' 2 l / * est un sous-espace vectoriel de dimension n + 1, on note Qw la restriction de 
Q à P(W). On va s'intéresser à l'existence de sections rationnelles P(W) — > Qjy. On com- 
mencera par traiter le cas n = 3, où on sait caractériser les sous-espaces vectoriels W tels qu'il 
existe une telle section rationnelle. On traitera ensuite les cas où n > 3 et où W est l'espace des 
équations de quadriques contenant une quadrique fixe d'un hyperplan de P(V). On prouvera 
(par récurrence sur n) l'existence d'une section rationnelle de Qw- 

On suppose maintenant que n = 3. 



5.2.1. Lemme : Soient U,S,T des coordonnées indépendantes sur V . On considère le sous- 
espace vectoriel H de S 2 V* constitué des coniques d'équation ail 2 + bS 2 + cT 2 = 0. Alors il 
n'existe pas de section rationnelle P(H) — > Q. 

Démonstration. Il faut montrer qu'il n'existe pas de polynômes non nuls homogènes P,Q et 
R en a, b, c, de mêmes degrés tels que aP 2 + bQ 2 + cR 2 = 0. Supposons qu'il en existe. On 
peut supposer qu'ils sont premiers entre eux. En se restreignant à l'hyperplan a = on obtient 
l'équation bQ 2 = —cR 2 qui est impossible si Q et R sont non nuls sur a = 0, car dans le terme 
de gauche le facteur premier c apparait avec un exposant pair et dans le terme de droite il 
apparait avec un exposant impair. Il en découle que Q et R sont divisibles par a, et de même 
b divise P et R, et c divise P et Q. On peut donc écrire 



P = bcP', Q = acQ', R = abR' 
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et on obtient l'équation 



bcP' 2 + acQ' 2 + abR' 2 = 0. 



En se restreignant à l'hyperplan a = on voit encore que P' est divisible par a, et de même Q' 
est divisible par h et R' par c. Finalement P, Q et R sont divisibles par a&c, contrairement à 
l'hypothèse. □ 



Il existe 6 orbites distinctes de l'action de PGL(V) sur la grassmannienne Gr(4, S 2 V*) des 
sous-espaces vectoriels de dimension 4 se S 2 V*. On le voit plus facilement en considérant la 
grassmannienne Gr(2, S 2 V) des sous-espaces vectoriels de dimension 2 se S 2 V . On trouve alors 
la liste suivante, V étant muni d'une base (x, y, z) : 

Cas 1 : <x 2 ,y 2 > - espace des coniques de P(V*) qui sont des paires de droites contenant 
le point (0,0,1), l'une étant l'image de l'autre par l'involution de l'orthogonal de ce point 
(x, y) — ► (x,—y). Le sous-espace de S 2 V* de dimension 4 correspondant est un espace de 
coniques de type 1. 

Cas 2 : <x 2 ,xy> - espace des coniques de P(V*) qui sont des paires de droites contenant 
le point (0, 0, 1) et dont l'une est la droite x — 0. Le sous-espace de S 2 V* de dimension 4 
correspondant est un espace de coniques de type 2. 

Cas 3 : <xy, xz> - espace des coniques de P(V*) qui sont des paires de droites dont l'une est 
la droite x = et l'autre passe par le point (0,0, 1). Le sous-espace de S 2 V* de dimension 4 
correspondant est un espace de coniques de type 3. 

Cas 4 : <xy, x(x + y + z)> - espace des coniques de P(V*) passant par les points (0,1,0), 
(0, 1, —1), (1, 0, 0) et (1, 0,-1). C'est le cas générique. 

Cas 5 : <xy, z(x + y)> - espace des coniques de F(V*) passant par (1, 0, 0), (0, 1, 0) et (0, 0, 1) 
et dont la tangente en (0, 0, 1) est la droite d'équation x + y = 0. 

Cas 6 : <xy, z 2 > - espace des coniques de P(V^*) contenant les points (1, 0, 0), (0, 1, 0), dont la 
tangente en (1, 0, 0) est la droite d'équation y — et la tangente en (0, 1, 0) la droite d'équation 
x = 0. 



5.2.2. Proposition : Dans les cas 1,2 et 6 ci-dessus il existe des sections rationnelles 
¥{W) — > Qvk de la conique universelle, et dans les autres cas il n'en existe pas. 

Démonstration. Les cas 1 et 2 sont immédiats. Dans le cas 6, on considère la base 
(XZ, YZ, X 2 , Y 2 ) de W ((X, Y, Z) étant la base de V* duale de (x, y,z)). Le morphisme 

P(W) — ► P(V) 
aXZ + bYZ + cX 2 + dY 2 i — ► (a + b, a + b, -c - d) 

définit une section rationnelle P(W) — > Qw- 

Il reste à montrer que dans les cas 3,4 et 5 il n'existe pas de section rationnelle. Une telle 
section induirait une section rationnelle de la conique universelle sur tout hyperplan de P(W). 
Notons que dans les cas 3,4 et 5 il existe toujours des coordonnées U, S, T sur V telles que 
P(W) contienne toutes les coniques d'équation ail 2 + bS 2 + cT 2 = (a, b et c parcourant C). 



Le résultat est donc une conséquence du lemme 5.2.1. □ 
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Soit W C S 2 V un espace de coniques de type 1 ou 2, de dimension 4. Rappelons (cf. chapitre 
4) qu'on dit que W est un espace de coniques de type 1 (resp. 2) s'il existe deux points distincts 
Pq, P\ de P(V) (resp. un point Pq et une droite £ de P(V) passant par P ) tels que W soit 
l'espace des équations de coniques passant par P et P\ (resp. passant par P et tangentes à £ 
en Pq). On note W° l'ouvert de W constitué des coniques lisses. 



5.2.3. Proposition : La restriction Qw° de Q à F(W°) est un fibre en espaces projectifs 
trivial. 

Démonstration. Pour le type 1 on considère une conique d'équation 

uXY + vYZ + wXZ + tZ 2 = 0. 

La condition de lissité pour cette conique est u(vw — ut) ^ 0. La matrice 

u(vw — ut) v(vw — ut) 
u w 

vw — ut 

définit un automorphisme de P(V) qui induit un isomorphisme entre la conique précédente et 
la conique d'équation XY — Z 2 = 0. La proposition |5.2.3| en découle immédiatement. Le cas 
du type 2 est analogue. □ 



5.2.4. Le cas n > 3 . On suppose ici que V est de dimension n > 3. Le résultat suivant 



généralise une partie des propositions 5.2.2 et 5.2.3 : 



5.2.5. : Proposition : Soient C une quadrique d'un hyperplan de P n _i, W le sous-espace 
vectoriel de dimension n + 1 de S 2 V* constitué des équations des quadriques contenant C, et 
W° l'ouvert de W correspondant aux quadriques de rang maximal. Alors il existe des sections 
de Qw°- Ce dernier est un fibré en quadriques trivial sur F(W°). 

Démonstration. Il suffit de montrer qu'il existe un morphisme 



$ ; f(W ) ► Aut(P 



n-li 



et une quadrique Q de P n _i tels que pour tout Q G P(W /0 ), Q (vu comme quadrique) soit 
l'image réciproque de Q par $(Q). On se ramème aisément au cas où les quadriques de P(W / ) 
sont de rang n. 

Si n = 3, en modifiant la proposition |5.2.3| on voit que la quadrique d'équation 



X 2 + X 2 + X 2 (aX + bX 1 + cX 2 ) = 

est de rang 3 si et seulement si ô = a 2 + b 2 — 4c est non nul, et que dans ce cas cette quadrique 
est l'image réciproque de la quadrique d'équation Xq + X\ — X 2 = par l' automorphisme de 
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/ 



P2 donné par la matrice 

/ \i{5-l) \{5{a-ib) + a + ib) \ 

\i{ô-l) + \i{ô{a-ib) -a-ib) 

V \5 

Cette matrice permet aisément de construire $ dans ce cas. 
Supposons le résultat prouvé pout n — 1. La quadrique d'équation 

Xq H h X 2 n _ 2 + X„_i(o;o^0 H h «n-l^n-l) = 

est de rang n si et seulement si «g + • • • + «^_ 2 — 4a n _ 1 7^ 0. Supposons que ce soit le cas. 
Soit 7 un nombre complexe tel que ce 2 , + • • • + a 2 _3 — 47 7^ 0. Ceci implique que la quadrique 

d'équation X5 2 H h X%_ 3 + X n _i(a ^o H h a„_3X ra _3 + 7X„_i) = est de rang n - 1. 

D'après l'hypothèse de récurrence, il existe une matrice M = (ajj)o<ij<n-3 non singulière, et 
des scalaires /z , • • • , (J> n -3, fi, dépendant algébriquement de a , . . . , a n _ 3 , 7 et tels que 

n—3 n—3 



i=0 j=0 



^o 2 



A" 2 _ 3 + X n _i(a ^o H h a„_ 3 X n _ 3 + lX n _i] 



Soient /i n _2,/i n -i des nombres complexes. Alors on a 

n—3 n—3 

X 2 + --- + X 2 n _ 2 + (fi 2 - + + 7 )X 2 _ 1 + 

A n _i(o;oAo + • • • + a n -3^ri-3 + 2/i„_2A n _2)- 

On prend maintenant 



a 



n-2 



7 = a n _i - 

Remarquons qu'on a bien «q + • • • + a 2 _ 3 — 47 7^ 0. On prend ensuite fi n -i = fi- On a alors 

n—3 n—3 

y^y^ a tjXj + /ijX ît _i) 2 + (x n _ 2 + /i n _ 2 x n _i) 2 - /i 2 t _ 1 x 2 _ 1 = 

Xq + ■ • • + X 2 _ 2 + X n _!(o;oXo + • • • + a n _iX n _ 1 ), 
ce qui définit le morphisme voulu $. □ 



5.3. Congruences quadratiques obtenues par translations d'une quadrique 

Soit V un C-espace vectoriel de dimension n. 
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5.3.1. Théorème : Soient C une quadrique d'un hyperplan de P(V r ) ; W le sous-espace 
vectoriel de dimension n + l de S 2 V* constitué des équations des quadriques contenant C et 

a : P(V) — ► P(W) 

une congruence quadratique dont l'image contient au moins une quadrique de rang maximal de 
¥(W). Alors il existe un morphisme rationnel 

R : P(V) — > PGL(V) 

et une quadrique Cq de P(V) tels que pour un point général P de P n _i, on ait 

R(Pr\C ) = a(P). 



Démonstration. Découle immédiatement de la proposition 5.2.5. □ 



5.3.2. Remarque : L'image de a contient toujours une quadrique de P(W / ) de rang maximal 
si le rang de C n'est pas maximal. Dans le cas contraire il se peut que toute quadrique de 
l'image de a ne soit pas de rang maximal. 



5.3.3. Cas des congruences quadratiques planes. On va donner une formule explicite 
pour R dans le cas n = 3. Soit cr une congruence quadratique de type 1. On choisit des 
coordonnées indépendantes X,Y,Z sur P(V) de telle sorte que P = (1,0,0), P\ = (0,1,0). 
Supposons que pour ces coordonnées a soit définie par la matrice 

/ a b c+ 1 \ 

-a d — 1 e 

-b -d-1 / 

1-c -e -/ y 



V 



Posons 



4>xy(x, y, z) = —ayz — bxz + (1 — c)z 2 , (pYz(x, y, z) = axy — (d + l)xz — ez 2 , 

<Pxz(x, y, z) = bxy + (d - l)yz - fz 2 , <j>za(x, y, z) = (c + l)xy + eyz + fxz. 

On a alors 

a(x,y,z) 



hxvi.x, y, z)XY + yz (x, y } z)YZ + <fi X z(x, y, z)XZ + Z 2(x, y, z)Z 2 



Soit 



A = 4>yz4>XZ - <PxY<fiz 2 - 

Soit R le morphisme rationnel P(V) — ► P(End(V)) défini par la matrice 

4>YzA 



î) X yA 


z 2 A 



Z A 4>XY Z 4 (j) X Z 



Alors on vérifie immédiatement que R possède la propriété du théorème 5.3.1 
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Le cas des congruences quadratiques de type 2 est beaucoup plus simple. On choisit des 
coordonnées indépendantes X,Y,Z sur P(V) de telle sorte que Po = (1, 0, 0) et que l'équation 
de £ soit Z = 0. Supposons que pour ces coordonnées a soit définie par la matrice 



/ 


a 


b 


c 


\ 




-a 


d 


e- 1 






-b -d 


2 


/ 




\ 


—c — e — 1 


-/ 





/ 



Posons 

4>xz(%, y, z) = —ay 2 — byz — cz 2 , (pY 2 (%, y, z) = axz — dyz — (e + l)z 2 , 
<f>Yz{x,y,z) = bxz + dy 2 + 2yz - fz 2 , 4> Z 2(x,y,z) = cxz + (e - l)y 2 + fyz. 

On a alors 

a(x,y,z) = 4>xz(x,y,z)XZ + 4> Y 2(x,y,z)Y 2 + (pYz(x,y,z)YZ + 4> Z 2(x,y,z)Z 2 . 
On définit alors R par la matrice 

4>XZ 4>YZ 4>Zi \ 
-0y2 

0y2 j 

Remarques : 

1. Dans ce qui précède les polynômes définissant R pour les congruences quadratiques de 
type 1 sont de degré 6 (cf. |5.3.4| ). 

2. Le lieu des points de P(V) où les morphismes R précédents ne sont pas définis est exacte- 
ment D(a) (cf. §|3). 

5.3.4. Proposition : Soit 

a:¥ 2 = P(V) ► P 3 = P(W) 

une congruence quadratique plane telle que L(a) = H (a). Alors il existe un morphisme ra- 
tionnel 

R : P(V) — > PGL(V) 

défini par des formes quadratiques et une conique Cq de P(V), tels que pour un point général 
P de P(V) on ait a{P) = R~ l (Q). 

Démonstration. Soient «o, ai, Po, Pi, e,f des nombres complexes tels que 

«o 7^ Cii, Qq — 4a ai + ot\ — /3 — (3\ = 2. 

Soient 

g = Z((p + al)Y-fZ), q x = Z((^ + a 2 )X - eZ), 
s = ((3 (3 1 -a 2 a 2 1 )XY-(3 eYZ-f3 1 fXZ + efZ 2 , 
si = (-Po - A - «o - al)XY + eYZ + fXZ, 
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s 2 = — (cto&i + «o^i + a oPo + <Xi/3i)XY + a\eY Z + aofXZ. 
On définit R par 

R{X,Y,Z) = l qo ïi «i • 
y a <?o «i<?i S2 / 

se C est la conique déquation — Z 2 = 0. Dans ce cas <x est défini par la matrice 

/ c+ 1 \ 

d-l e 

-d-l / 

\-c+l -e -/ J 

avec 

c = 1 — («o — (^i) 2 -, d = 1 + Po — «g + 2aoCt\. 
Pour le voir on calcule le produit 



R(X,Y,Z) 









: 


1 = 1 


f 









L'équation de <r(X, y, Z) n'est pas exactement Xolo — -^o = 0- On constate en fait que 
V>(z, y, -2) = ^o^b - est divisible par ((3 + a 2 )F - fZ et (ft + a 2 )X - eZ : 

= (((3 + aj)Y - fZ)((p 1 + a 2 )X - eZ)q(x,y,z), 

et l'équation de a(X, Y, Z) est q(x, y, z) — 0. □ 



5.3.5. Remarque : Dans certains cas il est possible que R puisse être défini par des formes 
linéaires. Soient z/, a , ai,w des nombres complexes tels que 

1 

On définit -R par 

/ z/a 2 Z a 2 Z -z/a 2 X - a\Y + 
R(X,Y,Z) vZ Z -vX-Y 

y z/cto-Z «iZ — uaoX — a{Y 

(C étant la conique déquation XY — Z 2 = 0). Dans ce cas a est défini par la matrice 



/° 








1 


\ 








-1 


— w 







-1 





w 




(ao-ai) 2 




V 1 


w 


M) 

K-ai) 2 





/ 



) 
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5.3.6. Conjecture : Dans le cas général, une congruence quadratique normale 

a : P n _i — ► P(l¥) provient d'un morphisme R : P n -i — > PGL{n) défini par des formes 

quadratiques si et seulement si on a L(a) = H (a). 
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5.4. Congruences quadratiques planes obtenues par fixation d'une tangente 
5.4.1. Exemple 

Au point P de coordonnées x, y, z de P2 on associe la conique a(x, y, z) d'équation 

yzXZ - Z —Y 2 + (yz - xz)YZ - V —Z 2 = 0. 

On obtient ainsi une congruence quadratique de type 2. On a 

T(a)(x,y,z) = (x-2z,y,-z). 

Cette congruence quadratique peut s'interpréter de la façon suivante : a(x,y,z) est l'unique 
conique passant par les points (1,0,0), (x,y,z), T(a)(x, y, z), dont la tangente en (1,0,0) est 
la droite Z = 0, et la tangente en (x,y,z) la droite d'équation Xy — (x + y)Y = 0. Plus 
concrètement, on se limite à M 2 C P2, les coordonnées réelles étant X et Z. Au point P 
de M 2 de coordonnées x, z on associe l'unique hyperbole dont l'une des asymptotes est la 
droite d'équation Z = 0, qui contient P et (x — 2, — z), et dont la tangente en P est la droite 
d'équation X = x (cf. figure 3 ci-dessous). 




Figure 3 
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5.4.2. Cas général 

On ne s'étendra pas sur le sujet. On peut complètement décrire une congruence quadratique a 
en spécifiant pour tout point P de P2, un point de <r(P) autre que P (par exemple T(<r)(P)) et 
la tangente à <j(P) en P. On peut obtenir de telles descriptions en utilisant le théorème |5.3.1[ 



6. Liste des types de congruences quadratiques 



On donne ci-dessous la liste des valeurs possibles des orbites de a correspondant aux transla- 
tions énoncées en [2.2. 1| , pour les deux premières situations de la proposition |4.1.1| . Pour les 
réalisations géométriques par des coniques de type 1, on considère les orbites par le groupe 
laissant {P ,Pi} invariant. 



6.1. Réalisation géométrique par des coniques de type 1 

Cas 1.1. On obtient 3 orbites principales. On obtient d'autres orbites en remplaçant À par 
1/À ou fi par Les matrices a* = 0" 1 sont les suivantes : 



h.la 



I 

-1 



\ A+l 



-1 - 
2A 



1 



2jx 





1 

2 

' H+l 






A+l \ 







h.lb 



( 




\ 2A 

\ A+l 






2 







2/1 






2 

A+l 


\ 


















( 

-1 






1 



2(A/4-l) 
'(A+l)Gu+l) 







2(A+^+2) 
'(A+1X/H-1) 



4 

(A+1)( M +1) 



2 




\ 



(A+1)( M +1) 





Cas 1.2. On obtient 3 orbites principales. On obtient d'autres orbites en remplaçant A par 
1/À. Les matrices a* = sont les suivantes : 



/ 



y l.2a 



1 

-1 -2 


-4A 



\ 



(1+A) 2 



2 


4A 
(1+A) 2 





£-1 







\ 2A 

\ A+l 






2 

'A+l 





-2- \ 

A+l \ 

A+l u 
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( o 














2 


A+1 


2A 


-1 


\ A+1 





2A 
A+1 






— \ 

A+1 \ 
1 





o ) 



Cas 1.5. On obtient 9 orbites principales. On obtient d'autres orbites en remplaçant À par 
1/À. Les matrices a* = 0" 1 sont les suivantes : 



h.5a 



( o 

-1 
-1 

V i 



î 
o 

2A 
A+1 





1 \ 



A+1 u 








0/ 



h.5b 



( o 

-1 



V 



-i 

2A 
A+1 



-2- \ 
A+1 ^ 



1 1 

0-10 
-10 
/ 



h.5c 



( o 

-1 





î 



A-l 
A+1 







A+3 
A+1 



2 

A+1 



2 \ 


2 

A+1 

o ) 



/ 











2 

A+1 


\ 










-1 












-1 










\ 


2A 
A+1 











/ 



0lL = 


( 








-1 


^- \ 

u A+1 

-1 1 






2A 

\ A+1 


-1 


0/ 




/o 





1 \ 


fci = 




- 

V 1 




2 

A+1 




A+1 u 


/ 



^1.5/ 



( 











2 

A+1 


\ 










-1 


1 









-1 





1 




\ 


2A 
A+1 


-1 


-1 





/ 



/o 




V 1 






2 
A+1 
-1 



1 \ 

2A 1 
A+1 



/ 



( o 




V i 






2 

A+1 
-1 



1\ 

2A -j 

A+1 L 

1 

-1 / 



Cas 2.3. On obtient 5 orbites principales. On obtient d'autres orbites en remplaçant À par 



1/À. Les matrices 

/ 

-1 

-1 



^2. 3a 



a = 



v 2h- 

\ A+1 



1 



2A 
A+1 





sont les suivantes : 



1 

2 
A+1 






A+1 \ 





o 7 



^2.3fe 



/ o 

-1 






1 



2(A-1) 
A+1 







4 
A+1 



4 



(1+A) 2 



2 



4 



(1+A) 2 
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02.3c = 



/ 





-1 



V 






-2 

4A 



1 





(1+A) 2 



2 

4A 
(1+A) 2 
1 





02.L = 



/ 

o 
o 

\ _2A_ 

\ A+l 






2 

A+l 







2A 
A+l 





02.3 



3e 



/ o 




t _2A_ 

\ A+l 






2 

'A+l 
-1 



\ 

u A+l \ 

2A i 

A+l 1 

1 

-1 ) 



Cas 2.4. On obtient 2 orbites. Les matrices a* = <fi 1 sont les suivantes : 

/ 



02.4a = 



V 








1 















2\ 



1 



02.46 



/ 


-1 

v 1 - 1 





-1 






1\ 

1 





Cas 2.5. On obtient 3 orbites. Les matrices a* = <p sont les suivantes : 



02.L 



( 


1 


î 


1 \ 


-1 





-i 





-1 


-i 








V 1 











02-5 



2.5& 



/ 1 2 \ 

1 

-1-2 1 

\ -1-10/ 



021 



5c 



/ 1 \ 
0-11 
0-101 

Vi -î -î o/ 



6.2. Réalisation géométrique par des coniques de type 2 

Cas 2.1. On obtient 2 orbites. La matrices a* = 0" 1 sont les suivantes : 



02.L = 



/ 1 \ 

-10 0-1 

2 1 

\ o -i-i o y 



02.1 



16 



/ 1 \ 

1-1 
0-120 
-1-10 



V 



/ 
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Cas 2.6. On obtient 3 orbites principales. On obtient d'autres orbites en remplaçant À par 
1/À. Les matrices a* = 0" 1 sont les suivantes : 



02.6a 



/ 





1 





1 


\ 




-1 








-1 












2 


2i(l-A) 
A+1 




\ 


-1 


-1 


2j(l-A) 
A+1 





/ 



02.6c = 



/ o 



-1 









V 



02.6 



66 





u A+1 



/ 








1 





\ 










1 


2A 
A+1 






-1 


-1 


2 







\ 





2 

A+1 








/ 



2 — 

u A+1 



2 









/ 



Cas 2.8. On obtient 3 orbites. Les matrices a* = <fi 1 sont les suivantes : 



02.8a 



/ 1 1 \ 

-10 0-1 

2 

-1-10 



02.8c 



/ 

/ 





V 







V 

1 \ 
0-1 
-10 2 
-1 ) 



( 1 \ 

1-1 
-1-12 
0-100 
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